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ar Einleitung. 


Die von Waring aufgestellte Behauptung !), daß es zu jedem 
ganzen k>1 ein ganzes s—=s(k) gibt derart, daß für alle ganzen 
n=1 die diophantische Gleichung 


S 
(1) Ur — Hy, eZ—, 
vl“ 
lösbar ist, wurde allgemein zuerst von Herrn Hilbert?) bewiesen. 
Man kann also drei Zahlen g(k), G@(k) und @,(k) folgendermaßen 
definieren: g(k) sei die kleinste Zahl s, für welche (1) für alle 
n=1 lösbar ist. @(k) sei die kleinste Zahl s, zu der es ein 
n,—=n,(s;k) gibt, derart, daß (1) für alle »>n, lösbar ist. @, (k) 


er sei die kleinste Zahl s, so daß die Anzahl der » des Intervalles 


I=zn=x, für welche (1) nicht lösbar ist, o(x) ist. 

Es gilt offenbar G,(k)=ZG(k)Sg(k). Zu einer vollständigen 
‚Lösung des Waringschen Problems gehört die Bestimmung dieser 
drei Zahlen für jedes k. 

Was bis 1920 in dieser Richtung an Einzelersabaissen auf 
_ verschiedenen Wegen erreicht wurde, läßt sich heute — mit we- 
nigen Ausnahmen — gleichzeitig durch die neue analytische Me- 
thode der Herren Hardy und Littlewood°) erledigen. Diese 


1) Zur Geschichte des Problems vgl. Diekson, History of the Theory of 
Numbers, II (1920), S. 717/725. Ferner Encyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften, 11, 08, S. 829/832. Literaturangaben bei Kempner, Über das Waring- 
| sche Problem und einige Verallgemeinerungen, Dissertation, Göttingen 1912. 

2) Beweis für die Darstellbarkeit der ganzen Zahlen durch eine feste Anzahl 
nter Potenzen (Waringsches Problem), Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen, math.-phys. Klasse, 1909, S. 17/36. 

- 3) Vgl. die Abhandlungen: „Partitio Numerorum“ (I): A new solution of 
Waring’s Problem (kurz P.N. 1), Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen, math.-phys. Klasse, 1920, S. 33/54. 

P.N.2: Proof that every large number is the sum of at most 21 biquadrates, 
Mathematische Zeitschrift, 9 (1921), S. 14/27. 

P.N.4: The singular series in Waring’s Problem and the value of the number 

G (k), Mathematische Zeitschrift, 12 (1922), S. 161/188. 

Srsle P.N. 6: Further Researches in Waring’s a oblem, Mathematische Zeitschrift, 
23 (1925), S. 1/37. 

Vgl. ferner: Landau, Zum Waringschen Problem, Mathematische Zeit- 


Se schrift, 12 (1922), S. 219/247. 





BE N Rp 


liefert nicht nur einen neuen Existenzbeweis für @(k) und damit 
für G,(k) und g(k), sondern gibt für @(k) und G,(k) obere und 
untere Schranken an, die für k= 4 alles frühere weit übertreffen ®). 

Eine wichtige Ausnahme bildet jedoch der Fall k = 3, der 
nächstliegende nach dem vollständig erledigten Fall k = 2. Hier 
liefert die neue Methode G@ (3) = 9, während schon zuvor bekannt 
war, daß 9(8) = 9°), und Herr Landau‘) 1909 durch den Beweis 
von @(8) 38 zugleich zeigte, daß G(k) und g(k) nicht identisch ° 
zu sein brauchen. Die besten für @(3) bekannten Schranken sind 


1<G)<8N. 


Man kann nun versuchen, der Frage, ob 8 die richtige obere 
Schranke ist oder nicht, dadurch näher zu kommen, daß man 
Restklassen nach einem geeigneten Modul auf ihrer Darstellbarkeit 
durch höchstens sieben positive Kuben untersucht. So bewies 
Herr Baer°), daß sich alle großen Multipla von 16, 27 und von 
36 als Summen von sieben nicht-negativen Kuben darstellen lassen, 
oder, wie wir kurz sagen wollen, X,°) sind. Das Hauptergebnis 
seiner Untersuchungen ist!‘), daß von einer Stelle an alle Zahlen, 
welche gewissen 78 Restklassen modulo 432 angehören, K, sind. 

Ist B,(m) die Anzahl der Restklassen nach einem Modul 
m=:1, deren Glieder von einer Stelle an ausnahmslos X, sind, und 


bezeichnen wir die obere Grenze von in mit A,, so läßt sich 
das eben genannte Ergebnis von Herrn Baer in der Form | 


A nn > 0,18055 
aussprechen. | 
Diese Ergebnisse werden in der vorliegenden Arbeit verbessert. 
In $4 wird bewiesen, daß sogar die großen Multipla von 8und 
von 9 stets X, sind, und ferner, daß 
249 


A, SE = 28er. 





4) Vgl. die Tabellen P.N. 4, S. 163 und P.N. 6 S. 6. 

5) Vgl. hierzu Kempner, a.a.0. 8. 24/34. 

6) Mathematische Annalen, 66 (1909), S. 102/105. 

7) Wegen der unteren Schranke vgl. Kempner, a.a.0. S. 36/39 oder 
P.N. 4, S. 164. 

8) Beiträge zum Waringschen Problem, Dissertation, Göttingen 1913, 8. 31/41. 

9) Wenn die Gleichung (1) für k = 3 und s = A lösbar ist, wollen wir 
dieses durch „n ist K,“ oder „n = K;“ andeuten. s 

10) A. a. 0. 8. 40/41. 


BE ar 


| Bezeichnet man mit C,(&) die Anzahl der ganzen n der Strecke 
1<n=x, welche K, sind, so hat en Baer a fortiori bewiesen, 
daß, 


lim. inf. Nuke! > 0,18055. 
| zoo. % 
Eine Arbeit von Herrn Post!!) stellt sich zum Ziel, diese untere 
Schranke zu erhöhen, indem darauf verzichtet wird, Restklassen 
nach einem Modul m anzugeben, deren Glieder von einer Stelle an 
‚ ausnahmslos X, sind. Als Ergebnis wird angegeben '?) 


lim. inf. = a > 0,4258, 

X — 00 
was jedoch dort nicht bewiesen wird; vielmehr ist zu dem Wege, 
auf welchem Herr Post zu seinem Ergebnis gelangt, folgendes 
zu bemerken: 

I) Es fehlt, wie Herr Post selbst ausdrücklich bemerkt '°?), 
ein Beweis von Hilfssatz IV in $S 4. 

II) Asymptotische Werte werden an Stelle genauer Werte 
ohne Fehlerabschätzung eingesetzt. So werden die in $ 4, Hilfs- 
satz V abgeleiteten asymptotischen Werte für A = A(U,X’) auf 
S. 18, 20, 22, 26, 27, 28, 29 ohne weiteres eingesetzt und ohne zu 
untersuchen, ob A ch etwa gleichmäßig in X’ gegen den Grenz- 
wert strebt. 

III) Das Ergebnis von $ 6 (vgl. insbesondere S. 23/24) beruht 
_ auf einem Fehlschluß. 

It 0<a<b;p,P,,P,,... eine unendliche Folge von Prim- 
zahlen; ist ferner für v 1 | 


ap, Zbp ,<amp.=bp, 


- und bedeutet D(x) die Anzahl der ungeraden n der Strecke 
 l1=zsn=z, welche X, sind, so braucht aus 


D(bp, — D(ap,) >e, »>o0 
bp, —ap, BEER | 


‚wo c eine absolute Konstante ist, noch nicht zu folgen, daß 


- 11) Über die Darstellung ganzer Zahlen als Summen von, ‚sieben Kuben, 
BE ERAROR, Halle 1920. 
12) A.a. 0. S.6. Das dort verwendete Zeichen lim . ist offenbar durch 
lim. inf. zu ersetzen. 
x — 00 
13) A.a. 0. 8.10. 

























lim. inf. = | 
u Fee RER 
Pr Entsprechendes il für die Schlußtolgerangen on a 
IV) In 87 (8.25) enthalten die Sc | 
‘einen Widerspruch, indem = 2 
5 | h= 2(@k+1) = 2 (mod. 4), ee i 
aber Be wor. 

49, +2+58p° = 0 (mod. 4), 

49,+2+34p° = 0 (mod.4),. 

49,+2+ 6p° = 0 (mod. 4). 

Die Zerlegungen müssen offenbar heißen 

| h = 2(2k+1) = 49, +58, 
h = 2(@k+1) 
n— 2@k+1) = 4g,+ 6p% 


Wird aber nun a, bestimmt, so daß 


. Fe 


| 

> 
=R 
[01 
Ars 
NS 
ud 


| Ag, = a°+6pX, z va 
so muß a, und folglich X, gerade sein. Dann durchläuft ‚abe, 


nicht länger konsekutive Zahlen, wie es $4, Hilfssatz V for 
V) In $8, Gleichungen (8), (18) und (26) ne an . 


ar = 2n, wit 





hdbir ist = 
VI) In $9 muß das Ausganginteral offenbar R 8 
HIpFBR ee 


woraus folgt, daß G ee den Wert 4 oder, 5 hat, A dem 
dieser interessanten Tatsache ergibt sich aber nichts IN: 
-@ß®); es noch nicht einmal, daß es ‚Restklassen 


a 















) Fe E er einer Re nr Fer Po sind, in Ba Ä 
uehtnegalive Kuben zerlegbar. & = ae 
= y ies 


EL eine Mal 2P|N, t>2, das andere Mal ?!N,t>3 voraussetzen. 
Hierbei: braucht t ‚nicht mehr Primzahl zu ‚sein, aber in beiden 


1<a5454, Reh 
E —= 2(d+0+6) 
u a4Xn mit, aus x, la - 

) : K=oatamtaa 


es 


— b4+ (+ 2) + a+2,)"+ (ns 3 er 
+6 a = + 


0=x=ar. 














. | 2 ei! (Em. ahnt dar ZA rlegun 
= Art ist, insofern als im: Falle 
2 _ Annahme besteht, daß es bei gegeben 













h in welcher drei Paare von Gliedern die Ei 
es die Summen der Basen durch 20,20%, bzw. 2e, 
_ scheint also wünschenswert, dieszum mindesten dadurch aus 
. daß man > viel verschiedene Be & Er ‚te : 
u ER | 


oe 43 Nun wird die positive aus Zahl s so ‚klein wie möglich. 
Re 80 dab | Re : 





u ne man  nucht die Kongraenz i in rn zu lösen. er 
sa € 


(J 


n = sa'(mod. nn “ ea 
wo ee 

ER Im Falle der Trösbarkeit jet = 2 2 S Br 
en a, Ener «ar+ or 4848, u 
BE wo x jedenfalls ganz ist. Nun darf aber X nicht: e 


an und .da man im voraus nicht weiß, ‚wie groß das : 
5.54 ist, sucht man zu erreichen E: 


unge | n2s| > tr 


ne also et j3 nee 1 er 
“A va ei | a N- ET 


5 Br x Ben 00<04. a ad Be 
ee | Aus @ und ©) folgt aber | 2 2 I a ee 


ur £ N nt BAHT 
« - MAR 
Dr j 3 . ae 
ne : DE TER: . Fl = . * 
r up ER. Dana a ne DUABE Ir ul RT oe REN . 
ur ws = ea 1 Eh . f ei jr. 
x w de 7 H { - r = vr STE gi oe d 4 
R Ex A 5 - $ > - Sad 7% 
. r - . - N . RL « 





\ r. 








ET nr 4» “kn 2 ; N 
‘ TE r or “ 5 u a b» 
4 v > w f 2. 
. 3 > ° w 3 - el = }' ar . 
N ‚ N v i - ur ü ı 
- ’ B + Bi 5 
d n Q. Da BE h 4 & Ri; ; 


36" (r 0)’, 


5 a in der Erfüllung dieser Ungleichung liegt eine der Haupt- 
_ schwierigkeiten der Methode. Man sieht insbesondere, daß für 
r=1l, alot=1,c>4 sein muß, und die Darstellung einer 
Zahl: durch eine solche Form ist he fraglich. Es ist klar, daß 
man bestrebt sein wird, Formen mit möglichst großem c, zu be- 
nutzen, damit » nicht zu groß wird, wodurch die in Frage kom- 
enden N eingeschränkt werden. Herr Baer und Herr Post 
verwendeten beide nur Formen mit c, =1. Im folgenden werden 
die meisten neuen Ergebnisse mit c, = 2 oder 3 erreicht. 


S 2. Über die Reduktion positiver ternärer quadratischer 
| Formen "). 


Die ternäre quadratische Form bs » a. das heißt 


Fasn,e) = —. N, + ba2 +023+202,0,+2b'x,%, +2ca, is 
‚sei positiv definit. Als a Diskriminante bezeichnen wir 
‚die Zahl | 
| ac dv 
FR ED ER 
RER, x Ä Id’ at c | 








Hinreichende Bedingungen dafür, daß- f positiv definit sei, sind 
bekanntlich *®) 





Re RN 17) Wegen Literatur äuf diesem Gebiet vgl.- Diekson, History of the 
007 Theory of Numbers, III (1923), S. 206/224. 
000. Das Problem der Reduktion wird ausführlich behandelt in: Bachmann, 
RaSr Die Arithmetik der quadratischen. Formen, . Zweite Abteilung (1923). 
SR 18) Vgl. z.B. Landau, Handbuch der Lehre von der KSEHUN der, Prim- 
zahlen, I (1909), S. 544/545... 
Bas In einer Abhandlung von Dirichlet (anf die wir in $ 3 ron 
. ER Über die Zerlegbarkeit der. Zahlen in drei Quadrate, Crelles Journal, 40 (1850), 
8,228; Werke II (1897), 8. 92; desgl. in der französischen Übersetzung von Hoüel: 
* Jonrnal de Mathematiques, Ser, 2,.4, S. 234 steht übrigens irrtümlicherweise, die 
SR Bedingungen (in ‚unserer, Bezeichnungsweise) a>0, 4A>0 und D=]1 seien 
hinreichend, was auch später. benutzt wird: S. 229.2. 16, 8.93 Z. 5 bzw. 8. 235 
: J; Rn 1,— 1 
MD 0.20, 7=0% 
ar EDidesie Lücke findet sich in dem dort behandelten Fall D — 


I a N er 
j\ ze Fk a en 
I \ ER 


ned 2. 10. Ein Gegenbeispiel ist die Form 


> * wu, 





>; 4=) 





|b are] | 

Im folgenden wird nur von Formen mit ganzzahligen 
Koeffizienten die Rede sein. Zwei Formen heißen äquivalent, 
wenn es eine ganzzahlige lineare Transformation der Determinante 
+1 gibt, welche die erste in die zweite überführt. Bekanntlich 
zerfallen sämtliche Formen gegebener Diskriminante D in eine 
endliche Anzahl k(D) von verschiedenen Klassen '”). Formen 
derselben Klasse stellen offenbar dieselben Zahlen dar. Wenn es 
sich nur um die Darstellbarkeit ganzer Zahlen handelt, genügt 
es demnach, aus jeder Klasse eine Form als Repräsentanten zu 
isolieren. Für den vorliegenden Zweck ist eine Bestimmung der 
Klassenzahl A(D) und die Isolierung genau einer Form jeder 
Klasse ?°) nicht notwendig, vielmehr genügt der folgende Satz: 


Jede positiv definite Form der Diskriminante D ist einer Form 


B | äquivalent, welche den Bedingungen genügt: 
1.30% 


abe+ 2abcd—aa”—bb"—cl” =D, 


ab, 
216] <a, 


20 | <a, 
an 
ozay, 
2JAISCSB, 


19) Vgl. z.B. Bachmann, Die Arithmetik der quadratischen Formen, Erste 
Abtheilung (1898), S. 44/47; oder auch Landau an der soeben zitierten Stelle 
S.548. Daß dort der Begriff der Äquivalenz nur für Transformationen der De- 
terminante + 1 definiert ist, schadet nichts. 

20) Dieses erreicht z. B. die Seebersche Reduktion. Vgl. etwa Diriehlet: 
Über die Reduction der positiven quadratischen Formen mit drei unbestimmten 
ganzen Zahlen, Crelles Journal, 40 (1850), S. 209/227; Werke II (1897), 8. 27/48; 
Journal de Mathematiques, Ser. 2, 4, S. 209/232. Ferner: Eisenstein, Tabelle 
der reducirten positiven ternären quadratischen Formen ..., Crelles Journal, 41 
(1851), S. 141/190, wo Tabellen der reduzierten Formen bis D = 100 angegeben 
sind. Siehe auch: Bachmann, Die Arithmetik der quadratischen Formen II, 
$. 192/196. 











Er Hilfe ei nr Er man, ohne allzu En, Mühe, E I 2 
entantensysteme für D= 3, 5, 6, 9, 10,12 und 18 aufstellen? Fe 


unten angegebenen Systeme Seden a diesem Wege ge- : 
‚sie stimmen mit den Seeberschen reduzierten Formen I 
wie sie in den Eisensteinschen Tabellen 2) angegeben 5 
Nach jeder Form sind Zahlklassen angegeben, welche die 
‚ewiß nicht geusiellen En Diese Ausnahmen sind für & 
nn We +32. r 
op — En Im 0.0 v u 


a Dar. 


Er + 10 (mod. U 


Mr, 5 et d): Ben 
ee or aikart bat, Fe 
gen ns = 0, E, 4 (mod, 3). ist, stets. 2 #3 = 8) und folg- R = 


ex + ai +3ei - 20, Den Ei Be 


“ 
. 
g w 
® > 
Y BG 
Fi Br 
n* 
P2 a 4 
- ' 
di . 
y £ v 
t X. B A ES 
— t= 5 a ai © 
En f * ? IE 


SEA: 

so ist 5|y,, 5|y, und RER 
m&#2, 3 (mod.5). 
Wegen | | 
29, = (28, — 2,” +22 +5 
ist daher stets a ee 
| | 29,& 10, 15 (mod. 25), . 
9,5 5,20 (mod. 28). 


Br} D=6. 


Es ist »(6) = 3. 
= ++ 


‚Es ist stets p, # 9° (Ik +3). 
9%, = M+204+ 38. | 
Wegen «’ = 0,1, 4,9 (mod. 16) ist stets 9, #10 (mod. 16). 
9, = 2 +2, +20 —-20,%. 


Diese Form stellt offenbar nur gerade Zahlen dar. 


I 
= 


Es ist (9) = 4. 
9, Hrn tIR: 
Wegen 9, = &+2+(32,) ist stets 9, #7 (mod. 8). 
9, = +2, +5 —- 29%, 
Wegen 29, = (22,—2,)’+(32,)’+2z} ist jedenfalls 
29,#14 (mod. 16), 
9,5 7 (mod.8). 


9, = H+30 +38. 
+ Bk+2).: 
De 20 + 20) +30, — 20,%,.. 
Aus 29, = @x,-2" +30 +60 folgt 


29,#2 (mod. 3), 
9,&1 (mod. 3). 










m “ PR ® Ba = 


Es ist. 9 SS 25° Are k Bas 15), ‚denn aus = 5: R | a AR 
nn 2 = ee Iran S 








„= = 2a} + 92° ed 2%, . ; 






ee: | se a - (22, _2,) + @at+ ah, 
| Be ante BR+3), a z E 





ET EUEEEN. 









































= . #5 (mod Be 

j ne S | „nem a re 2 2 
rt & a er = Er a, En 
ER Dyusa Gabe er ee 





2x: +2% at, on se er en x 


mE \ 2 





— 16 — 
also 39,83 (mod. 4), 
p,&1 (mod. 4). 
9 = 21 +20, +40 — 22,2, — 22,4. 
p,#1 (mod.2). 
9, = 201420 +40, — 20,8, 


9,&1 (mod. 2). 


DS: 
Es ist (18) = 7. 
9, = ++ 182. 
Wegen p, = %+%+2(3%,)' ist stets 9, #14 (mod. 16). 
er — H+22% +9). 
Wegen y, = © +22 + (32,)’ ist stets 9, #14 (mod. 16). 
| 9, = rIN +68... 
Es ist stets 9, #2 (mod. 3). 
9, = 2 +2, +52, —- 27,8. 
Wegen 2y, = (2x, — z,)’+ (22,)’+ (32,)’ ist 
29, + #(86+7), 
p, + 4°(16% +14). 
9, = 20, +3, +3. 
9, +9 (8k+1). 
9, = 2% + ee 40 — 28,0, — 28,%,: 
Wegen 49, = 2(22, — 2,)’ + (42,—%,)’ + (3%,) ist 
49, # # (16% +14), i 
op, + 4° (16% + 14). 
9, = 22 +22, +6, —27,%, 
p,&1 (mod.2, 


$3. Über die Darstellung ganzer Zahlen durch positive 
ternäre Formen. 


Zur Beantwortung der Frage, welche Zahlen eine gegebene 
positive ternäre quadratische Form darstellt, nützt einem die 
weitausgebaute Theorie der Arithmetik der quadratischen Formen 
pur wenig; dieser ist es mehr um die Anzahl der etwa 
vorhandenen Darstellungen einer gegebenen Zahl zu tun. Han- 
delt es sich um eigentliche Darstellbarkeit und kommt es nicht 
auf die Anzahl der Darstellungen an, so kann man sich, unter 
Umständen, mit Vorteil einer von Dirichlet°‘) herrührenden 
Methode bedienen. 


Zu der vorliegenden Zahl n, deren eigentliche Darstellbarkeit 
durch die positiv definite Form f der Diskriminante D nach- 
gewiesen werden soll, sucht man eine positiv definite Form 


a # He zu bestimmen, deren Diskriminante 
@, 1, 0 


n(be-a)-b = nAd-b 
ebenfalls den Wert D hat. Sie muß also mindestens einer der 


‚reduzierten Formen für D äquivalent sein. Unter den Zahlen, 
welche durch g eigentlich darstellbar sind, befinden sich 


s4,0,0)-n, 
0, 1,9)=b, 
91, 1,0) = n-+b. 
Wenn nun jede von f verschiedene Klasse mindestens eine dieser 


Zahlen nicht darstellen kann, so bleibt nur gvwf übrig, und » 
ist durch f eigentlich darstellbar. 

| Die Methode ist vielfach anwendbar, wenn in jeder von 
f verschiedenen Klasse eine Restklasse nach irgendeinem Modul 
vollständig fehlt, die aber bei f vorhanden ist. Schwierigkeiten 
treten dann ein, wenn diese Restklasse auch bei f fehlt. 


21) Crelles Journal, 40 (1850), 8. 228/232; Werke II (1897), S. 89/96; fran- 


zösische Übersetzung von Hoüel, Journal de Mathematiques Ser. 2, 4, S. 233/240. 


Vgl. aber Fußnote 18). 
Arndt. 5 


WIR 


Auf diesem Wege bewies Dirichlet®), daß jede positive er 


Ener Zahl, welche von 4% und 8%+7 verschieden ist, durch 
x? +25+ 23 eigentlich darstellbar ist; ebenso, daß jede zu 3 teiler- 
fremde positive ganze Zahl durch «+22 +3x:? dargestellt werden 
kann. Er fügt hinzu): „Ähnliche une lassen sich auf 
die durch 3 theilbaren Zahläir zu deren Darstellbarkeit eine sich 
leicht ergebende Bedingung erforderlich ist, ...... anwenden“. 
Herr Post fand empirisch”), daß diese Bedingung 


+39 46), 56. —'0,-1,.27% 25° 2 


lautet, bemerkt aber, daß ein vollständiger Beweis noch aussteht. 
Dieser wird nun in Satz IlI geführt. 


Satz I. Voraussetzung: nr = 0 und ganz, 
n + 4 (8k+7). 

Behauptung: n = U + +25, %, ganz. 
Satz II. Voraussetzung: n = 0 eh ganz, 

n + 4° (16% +14). 
Behauptung: n = 1 +25 +2x), x, ganz. 
Beides klassische Sätze 25) der Zahlentheorie. 
Hilfssatz Ei Voraussetzung: n > 0, 3A. 
Behauptung: n = «+; +32}, x, ganz. 


Beweis: a (96n, 40n—3) = 1 gibt es ein positives 
ganzes k, so daß 
b = %nk+40n-3 — 82 (12k+5)—8 


positiv und Primzahl wird. Setzen wir 


(1) 2+5=1>0, 
so ist 

(2) b= 8n1-3>0, 
(8) b=5 (mod. 8). 


22) Vgl. Fußnote 21). 
23) A.a.0. Seite 232 bzw. Seite 96. 
24) A.a.0. S. 9/10. 


25) Vgl. die zitierte Abhandlung von Dirichlet. Oder Landau, Hand- 


buch I, Seite 551. Ferner Bachmann, Die Arithmetik der yuadr an Formen, 
Erste Abtheilung (1898), S. 139/149. 
26) Von Dirichlet. Vgl. Fußnote 18). 


EN g 
Da "at ommenden Jacobischen Syaanel nach (1), (2) und (3) 


einen Sinn haben, ist 


Mr teilbares a’, so daß 





=) -MR-- 
--2)=-9)= 


Da b Primzahl ist, folgt aus 5 —= 1 die Existenz ganzer 








Zahlen « und c, welche 


a—= —8Nl+bec, 
oder 
A=be— «’ 


erfüllen, wenn 4 = 81’>0 gesetzt wird. 


Die ternäre quadratische Form f = 12 R ) ist, wegen 


AN A>0 und D=n4-) = 3, mindestens einer der redu- 
zierten Formen für D=3 teeland Wegen (3) ist f nicht g, 
äquivalent, also {vw y,, und » ist durch g, eigentlich darstellbar. 
| Hilfssatz 2. Voraussetzung: n>0, n=1 (mod. 3). 
Behauptung: n = m+3 +30, %, ganz. : 
Beweis: Wegen (96n, 8n—3) = 1 ist es möglich, durch 
Bee Wahl der ganzen Zahl %k 


b" — %nk+8n—3 — 8n(12k+1)—3 
zu einer (positiven) Primzahl zu machen. Setzen wir 
BB EI = SEN, 1240 = A, 

so haben wir . 
(1) "= 8n14'-5>0, 
(2) b"’ = 5 (mod. 24). 


Da die vorkommenden Jacobischen Symbole alle einen Sinn haben, 
"ist nach (1) und (2) 


Eee nei 
ie 


Da b” eine von 3 verschiedene Primzahl ist, gibt es ein durch 





9% 


mit ganzem c, wenn ab" —= b Be, 


darstellbar. 


Nach Satz III x es eine Darstellung 


| aus der folgt 


' r ne Zr A 

- > [ 2 Er TE 
y ua 
ESTER WIN ner 


_ 24 er (ma a), 
—= bte— 


Für die ternäre Form f — le h N! ist nun Sa 
r) ) 24 


PENIS 0RL DENE 


Ein Vergleich mit den reduzierten men der Diskriminante € 
zeigt nun, dan=1 (mod.3) und b=7 (mod.8), daß Äquivalen 
mit ,, 9, oder 9, außer ae steht. Folglich ist » » durch, 














Satz IIL?”). Voraussetzung: n >o0 und ganz, 
Ber n + 9 (9k +6). 
Behauptung: 2» = +3 +3x%,, =, gank. 

Be Der Fall n = 0 ist By 


Es sei nunmehr » = ”OR+ 3), >00. 
Nach Hilfssatz 2 gibt es eine Darstellung 


| 3k+l=ytröyt+s3y, y, ganz. 

Hieraus folgt > K 

VOR) = re 

Satz W. Voraussetzung: n= 0 und ganz, Be, 
n +9 (8%k +2). 

Behauptung: n = X +32? +32, x, ganz. 

Beweis: Für n = 0 ist die Behauptung trivial: 3 


sie für n = 1 (mod. 3) in Hilfssatz 2 bewiesen. Es sein : 


| 3m + Y(8k+29, >09, k>0, 
also | 
m + 9°(9k +6), =, m>0. 

= YHy+ By, I CARE 


— 3m — Bat 


> Vgl. Fußnote 24). 


ussetzung: n>0 sun. 


gi n= - a. + Eh ®, gang.‘ 
n) m Bet. 
‚8n—3) = 1 gibt es eine a ganze Zahl & 








= Ion +8n-3 = AnloRala 


zn 


2+1= 2!>0, 


b" = 8nA'—3, t 
= 5 (mod. 8), 
Gt 


22, Enaa Er Be nmenden Jacobischen Symbole -.einen Sinn haben, 
“ae la aus (1), (2), (8) und (4): 


er-A-E-E-- 
SE D’ R7 zZ’ 3 

| nun ı ” Primzahl ist, gibt es eine gerade Zahl a’, so > daß 
3 = _164' (mod. b”), 

ar = _ 164 (mod. 28”). | 
gibt also eine ganze Zahl c, so daß, wenn 161'’= 4, 20" =b 


E.=, b=n4-6>0, b= 10 (mod, 16). 


En ist die Tamlre Form En iR h N einer der reduzierten 


e1 2 Diskeiminante 6 äquivalent. Pr ist wegen b = 10 (mod. 18), 


9 n | — 2m, 3 r m. 
e.; Satz IT ist 


m=y+tyw+t3y, 9, ganz, 
2m = y+y’+M-W’+6Y:: 
av. Voraussetzung: n=0 und. gan, 


ERS n + 98% + 1). x 
Behanptung: n = 20 +3a? Ba x, ganz. 





Beweis: ii; Fall n = 0 Het trivial.: Per or kö 
"Beschränkung der Allgemeinheit. 9 4: n. vorausset en. 


Dn=5 (mod. 6). ER THAN we td A Br Dr 
Wegen (96n, 8 -3)=1,n>0, laßt sich die positive ganze 
Zahl k so aBEN, daB el N 

b" — Hnk+8n-3 = = Sn (12 +) Eu 
ar und Primzahl wird. Setzen wir 
12-+1=12>0, 







so wird et 

b-.-=.8ngAd'—3>0, 
wo | ER 
= 13 (mod. 24). 


- ee 2 - a -. 


3 ‚teilbares %, für welches 

= —341 (mod. 5”), 
= —34 kant 3b"), 
(da)? = —484° (mod. 63") 


‚Es gibt also eine ganze ga c, So daß, 484 — A, 6 — 
4x = a’ gesetzt, De 


also 


folglich 


A 
b 


be- a" >0, | 


und. E 
| b = 30 (mod. 48). 





1,0 
von 7 reduzierten Formen ägnivalent. | Pu Ps 2 Pa BZ 


Die ternäre Form > An b, 20: der. Diskriminante 18. is 


2) n = 3 (mod. 6), 91m also n = 3m, CIE = a 
Nach Hilfssatz 3 ee es eine Darstellung > 


ton, Y, ganz. | 


N 


| Also ist ei » 
| 3m = PIERRE IT 


LIE a 
re u Sn 


RR, nn 
dn=0), 2 (mod.6), 94 n; alson 2 2m, m + 9 (3k +2). 
Aus Satz IV folgt 
m—yt3y+3y, y, ganz, 
also ist 
2m = 2y +3, +3 N). 
Hilfssatz 4. Voraussetzung: n>0, 3/n, 
n = 3,5, 7 (mod. 8). | 
Behauptung: n = 20! +22) +32, x, ganz. 
Beweis: 1) n=3 (mod.4), 3/n, n>0. 
Nach Satz III gibt es eine Darstellung 
n= m + +3n, ©, ganz, 
und in dieser muß x, =x, (mod.2) sein. Folglich gibt es ganze 
Zahlen y, und y,, so daß x, +2, = 2y, u-, = 2, und 
n—= Yy+y'+y-y) +32 = 2 +24 3a. 
2) n=5 (mod.8), 34/n, n>0. 
Es läßt sich die ganze Zahl % so bestimmen, daß 
"= 24nk+5n—-6 = n(24k+5)—6 
positiv und Primzahl wird. Setzen wir 


Mb =l>t, 


so ist 
(1) "’—=n42—-6>0, 
| (2) ? b’=53 (mod.B). 


Hieraus folgt, da die vorkofnmenden Jacobischen Symbole einen 


Sinn haben, 


2. -. (= 
-A--@--E--1M- 
Nun ist das erste Symbol ein Legendresches, daher gibt es eine 
gerade Zahl a’, für welche 


a’ = —24' (mod. D”), 





also 
a?” = —24' (mod. 25”). 


Setzen wir 21° = 4, 2b’ = b, so existiert nach dieser Kon- 


Sie stellt u.a. die Zahlen ve 


dar, kann also nur 9, äquivalent sein. 


ee in dieser muß y, —= 22, sein, wo Ze ganz = 














Nach () md Qitfemer 00 


b>0, 
b = 6 (mod.B) R 





Die Form I“ ) 1 ist also positiv definit mit Diskriminani 
in, : ER E 

n = 5 (mod. 8), 
= 6 (mod. 8), 
n+b =3 (mod.8) 


Satz VI. Voraussetzung: n>0, 34 n, n* 1 (mod. 5 
Behauptung: n = 2m +2 +30, 8, JanR.;, ERDE 
Beweis: 1) 2/n. 

Dieser Fall ist in Hilfssatz 4 eedigt.. 


2) n = 2m, m>0, 34m. Kr 
.Nach Hilfssatz 3 gibt es eine Darstellung 
rs Die y, Bu 


folglich ist \ 
IE = 2 + 23a u). | 
‚Satz vol Voraussetzung: n> 0, n& 1- (modi 9) $: 
iR n + 9 (36 +2). | = 
Behauptung: n = 3#! +32? +42}, x, ganz. 2 | 
"Beweis: 1) Für n = 0 ist die Behauptung teivial 2 


Mn=3 (mod.d, n>0, nFPER+2. Fe 
Nach Satz IV gibt es eine Darstellung 


RN, — yi+3yE+ 3%, y, ganz, 


= 0,1,4,5,7 (mod. 8) wäre. 
8) n = 7 (mod. 8), ">00, ns: DEE 





| | —B — 
In der nach Satz IV existierenden Darstellung 
n= y+3yı+3y}, y, ganz, 
gibt es zwei Möglichkeiten: 
3l) y, = 22,, 2, ganz; dann sind wir fertig. 
32) y, =, =% =1 (mod. 2). 
Dann gibt es ganze Zahlen 2, und 2,, so daß 
y,+9 = 22, Yyı 72% — 22; 
und es muß z, oder 2, gerade sein, je nachdem y,&%, (mod. 4) 
oder y, = y, (mod. 4). Dann ist 
| | Mr +4), +3 4% +3% 
= (223, -3)”+ 33 +33 
Sr Bar 32, +32;, 


und in einer der beiden letzten Darstellungen muß das erste Glied 


- durch 4 teilbar sein. 


)n=2m m>0, m+YEK+1). 
Nach Satz V gibt es eine Darstellung 


m=2y+39+3y, y, ganz, 
aus welcher 


| n = 2m = 3, +Yy) +39 -4) +4 
folgt. 


Hilfssatz 5. Voraussetzung: n>0, n=1 (mod.3). 
Behauptung: n = U +3 +55, x, ganz. 
2ön—1 


Beweis: Wegen (20 n, 5 


Zahl %k so wählen, daß 

20" = 5n(8k+5)-1l1>0 
und 5" Primzahl wird. Setzen wir 
(1) 85 =1>0, 


so ist 


— 1 läßt sich die ganze 


2b" = 5nd’-1>0, 
b" = 3 (mod. 4). 


Da die vorkommenden Jacobischen Symbole einen Sinn 


haben, ist 
(5 (7) 5 —1 1 
r q ) 7) 





is 


genügt. Beton wi 100 : b,. 264) = 4, uw a/ 


so zu wählen, daß 


2 en Bl 
so ist | PR 24 
BD). eat N 





En ® 9-- = Ss; _ 
en 

und, da d° Primzahl ist, gibt es ein ungerades x, we 
der er 

| we nd: he b”), 
also auch & ’ Se 
Sohr, Ba) = 254° (mod. 108") 


es ein au c, für welches 
_he- a" 0, 
| nd b=5, 
während 
| = 20 ea. 25), | | 
Die positiv definite Form m h om mit D= 5 ist also 9, äqui 
valent und n durch diese darstellbar. Bene 


Satz VID. Voraussetzung: n —0, n= 7 (mod. 3. 
Behauptung: n = 21, +29, +58, 2, ganz. 
Beweis: Nach Hilfssatz 5 gibt es eine Darstellung 
n= WrYTLDH NY, ehr 
Ss in dieser aß y‚=y, =1 (mod. 2) sein. Kr 
Es ist also y, = &, +, = =, wo a %, ganz »i 
5 | — 24° +20, +5y. | 

Satz IX. ee n>0, din 
Behauptung: » = a +20, +82), ICH ganz. z 
Beweis: 1) 10, =1 n>0. 3: Be. 

Wegen (160n, 562 —5) = 1 ist es möglich, Hs ganze Zeh k 


v” = Sn(20k+7)- >>0. 


und b" Primzahl wird. Setzen wir 


RENT RER 


Die vorkommenden Jacobischen Symbole haben einen Sinn, und 


_ es ist nach (1) und (2) 





A ---9- 
2-8) -29--6)--(9-: 
Da b”" Primzahl ist, gibt es ein ganzes x für welches 

| x = — 4’ (mod. b”), 
also auch 

(42)’ = —167’ (mod. 22”). 
Setzen wir 4x =a, 161'’= 4, 2b’ —=b, so haben wir die Exi-. 
stenz einer ganzen Zahl c nachgewiesen, für welche 
—= bce-’>O. 

Ferner ist nach (2) 


nA—b=10, 
b>(, 
b = 6 (mod. 16).. 


Da » ungerade. ist, kann die positiv definite Form 1% of der 
’ ’ 


Diskriminante 10 weder g, noch 9, noch 9, äquivalent sein; folg- 
lich ist n durch 9, darstellbar. 


2)n = 2m m>0O, 54m. | 
| Wegen (320m, Sm —5) = 1 läßt sich die ganze Zahl k so 
wählen, daß | 
b = 8m (40k+1)-5>0 
und 5b Primzahl wird. Setzen wir 
| ABEL = 0, 


so ist 
(3). b=85mA—-5>0, 
(4) b=3 (mod. 8). 


Da die vorkommenden Jacobischen Symbole einen Sinn haben, ist 
an 
| b )- 6 TEN 
--9)-9- 
= =) EA ISA Se 
- Da b Primzahl ist, gibt es ganze Zahlen «’ und c derart, daß 
| = —841-+5bec, 








oder, wenn BI 4 1 gesetat ran 115 
4= be—a” >0. 

Ferner ist nach (3) und (4) ee 
mAaA—b—=5, =0, b= 3 mod.d), 
















Die Form 1 R Br ist also positiv definit mit der Disk 
aber nicht 9, Araalkar folglich gibt es EN I vu und 
% für welche 2 
 m=y+2%+3%— 29,9%, 

n = 2m = (?y,—y,)+2y+5%. 


$ 4. Zerlegungen in sieben Kuben. | 


Hilfssatz 1. Voraussetzung: c, m, n ganz, Ben. 
BRIEF NA a N quadratfrei, 34 (m). Be 
Behauptung: Die Kongruenz | ; 
: ınzZ=ca (mod. m), 0<Sa<m, 
ist nach a lösbar. Be 


Beweis: Mit a durchläuft Adel: ca’ ein vollständiges R 
system modulo m. 


Hilfssatz 2. Voraussetzung: (k, 5 ZA äh Br 


= 


at, und ganz. 


Behauptung: Es gibt. eine Zahl &, = x, (k, Ö, n) mit. ef ie folge je 2 
' Eigenschaft: Wenn <> x,, so gibt es zu jedem 1 mindestens n, Prim. 
zahlen p = ! (mod.k), die sämtlich dem Intervall a<pZate 
| angehören. 3 


| 9 (k) verschiedenen Restklassen modulo % angehören. 3 
| Hilfssatz 3°°), Voraussetzung: S?|N, t=2 und = 
BuaupuDz: Es gibt en N, = N Ho) derart, daß 

Near für N=ZN, 


28) vgl. 2. B. TATRRK ‚ Handbuch 1, S. 469. 


Herrn Baer, a.a. 0. S. 32/33. 





— 29 — 


Beweis: Nach Voraussetzung ist 


| 26a) 
ae) Vo 0064297) (&) = SYoor 20+ In en 


Nach Hilfssatz 2 mtk—=6, !=5, n, = 1, 


TE VRZER EEE RE 
N ER, 
2 Vera Vo en 


gibt es zu jedem 2 =x,, wo x, eine absolute Konstante ist, 
mindestens eine Primzahl p = 5 (mod. 6), die dem Intervall 


EEE VE FE TE 
Vssarr 26 (de — P= as Va = 
angehört. Nach (1) folgt a fortiori: Wenn 
N=N,{) = 26-6423, 
so > gibt es stets eine Primzahl p = 5 (mod. 6), für welche 
(207° +27) (A pP = N < 26 (4?) PR, 
oder 
20 (42’p)’ +84 (6p)’ Z N < 20 (4? p)’ +24’ p (A p). 
Für solche N ist, wenn | 
| N—-20(4p” = 8tn 
gesetzt wird, n eine ganze Zahl und 
(pP En <Bp(dp). 


Die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 sind für c=1, m=3p» 
und unser » erfüllt; mithin gibt es ganze Zahlen a und X, so daß 


n= @+3pX, 
(2) 0=Za<3p, 
(3) 0<X<(4l’p). 


Ist a&n (mod.2), also X=1 (mod.2), so behalten wir diese 
Lösung bei. 
Ist aber a=n (mod. 2), so beachten wir, daß für b= a+3p 


Ä Rn b’+3pY, \ 
(4) 0sb<6p 
(5) 0<Y7<(4tp), 


|  wob&n (mod.2), also Y=1 (mod. 2). 


a 2 


Nach $ 3 Satz II gelangen wir stets zu einer Darstellung. 
mit ER X, 
— (2id)’ +20 (4i’p)’+ 240 p (+ +20) 
= (2td)’ + (dp+R)’+ ap ++ BP +R) 
+4 p 2) + (dp + BP), 


in welcher wegen (2), (3), (4) und (5) kein Summand negativ ist. 


- 


Hilfssatz 4°). Voraussetzung: 4 |N, tZ2 und ganz. 
Behauptung: Es gibt ein N, = N,(l), so daß 

NER TURN ZEN, 
Beweis: Wegen Hilfssatz 3 dürfen wir 8{’4 N voraussetzen. 


3 
: R N 
Nach Hilfssatz 2 mit x = Ve nn drund 





3 2082 


149 = Ygporr = Vor > 


>1 


gibt es ein N, = 208x3t’, wo x, eine absolute Konstante, so daß 
es zu jedem N= N, mindestens eine Primzahl p = 5 (mod. 6) gibt, 
für welche 


(1) | (160° + (62)?)p = N < 2081’ p? 

Aus der Voraussetzung und (1) folgt im vorliegenden Fall 
N-20 (2 p) = 4n, 
2@p" En <3ptp), 

wo n eine ungerade Zahl ist. Nach Hilfssatz 1, dessen Voraus- 


setzungen für c—= 2, m —= 3p und unser n gewiß erfüllt sind, 
gibt es ein ganzes a und ein ungerades X, für welche 


n = 2a +3pÄ, 
(2) VER, 
(8) 0<X< (Ar). 


Aus $ 3 Satz II ergibt sich nun die Zerlegung mit %, 


30) Herr Baer beweist a. a. O. S. 33/34 auf anderem Wege die Zerlegbar- 


keit aller großen N = 32 (mod. 64). 


u FRE 





ARM 
N = (2ta)’ +20 (2° p) +12 p(a? +02 +22) 

= Ma’+Rip+a’+@lp+R) + ap +,) 
en (2 Ep I; ”,)' AB (21° p An x)’ 7. (4i’p —1,)', 
_ in welcher nach (2) und (3) kein Summand negativ ist. 
Hilfssatz 5°"). Voraussetzung: 2#|N, t>=2 und ganz. 
Behauptung: Es gibt ein N, = N,(t), so daß 

NE—ER UI N ZN, 

Beweis: Wegen Hilfssatz 4 dürfen wir 41?4 N voraussetzen. 


er 
Aus Hilfssatz 2 mit x = en, m shrund 





AR PT ee 
= Y Dr > SE en 


folgt die Existenz eines N, = 26x’, wo x, eine absolute Kon- 
stante, so daß es zu en N > N, mindestens eine id 
p=5 (mod.6) gibt derart, daß 


(1) (202° +(62)) pP = N < 261° pP. 
Für ein solches N und zugehöriges p ist 

N-20rp = 2tn, 
wo n ungerade und nach (1) | 

dp’ En <B3p(tp). 
Fürce=4 m = 3» und unser n sind die Voraussetzungen von 
Hilfssatz 1 gewiß erfüllt; folglich gibt es ein ganzes a und ein 
ungerades X, für welche 

n = 4a’ +3pX, 

(2) 0=Za<B3p, 
(3) 0<X<(p). 
Aus $3 Satz II folgt nun eine Zerlegung mit RENTE S B 


E 


N = (2ta)’ +20 (Ep) 6t’p (a? +02 + 2x3) 

— (2a) + pt + p+2,)’+ @rp+z,) 

BE, + ep’ + ep + ep), 
in welcher nach (2) und (3) kein Glied negativ ist. 


31) Der Fali= 2, N = 16 (mod. 32) wird von Herrn Baer a.a.O. S. 33/34, 
der Fall t{=3, N = 54 (mod. 108) auf S. 38/40 auf anderem Wege erledigt. 


NP, 
ze 





Satz 1 2, Voraussetzung: sn er 
Behauptung : Es gibt. eine Konsiamie N, ” a | 
- N=K, für NN, Fr 


Beweis: 


















ist in Hilfssatz 5 onledi st 
nehmen daher an N = Su, 24 u. 
Je nachdem v=1 3 5, 7 (mod.8), 
sei ir te 
so daß in allen Fällen 
(1) | u = 51 (mod. 8), 
m (mod. 6). 
Nach Hilfssatz 2 mit k = 24, ner, 
BITTE RERT $ (Ryan 
Van Van 


gibt es eine absolute Konstante x, derart, daß es für Ge 
serer /, wenn nur «= x, ist, mindestens eine Primzahl a —ı (mod. 


‚gibt, so daß 
oe = VE = (yaBB0 64- 330 
67.350 -?=V 92.350 V 64.309 ° 


Wenn also N> N, = 64.3302? , so gibt es zu jedem 
serer / mindestens eine Primzahl p=l (mod. 24) derart, daß : 


| 64- 309 <N- 64-330 p°, 
was wir in der Form schreiben wollen: | Y 
@) 282 (4p)'+8(6p < N < 282 (4p)’+ 8-8p- ae ‘R i 
- Für ein solches N und zugehöriges p ist 

| - — 282 (4p)’ = 8v, 
wo nach (1) und nach 5 Er 
TE | Sp=u=v (mod.B), | 
wi (pP? =v<3p-2(8p). 


Fürre=1m=3p und n=v sind die Voraussetzungen 


von Hilfssatz 1 erfüllt, eu gibt es um Zahlen a a un 
für welche nach (3) 


82) Bei Herrn Baer, a.a. 0. $. 32/37 kommen die Fälle vorsERt 
016|N und N = 8,24, 56, 72, 88, 120, 136 (mod. 144). 


Sa ri nn L 







= a+39 zerade, | | 

oe b43pY, ar. 
DE 2(8p)’, Kesteee Bern 

=7 er 8). 









en = Ne > = 
BEL ET  A ec EN Ce 
+ Bp-m tere + x 
T 2 nach 6), 9). 0) und ®) kein Summand Bo ist, 


_ Voraussetzung: EN >2 und ganz. » Ra. = 
— N,(), so daß ee, A 


N=-E für NEN: ie | 













: Wegen Satz % dürfen wir = 3 ad angeraler wegen 
auch N ungerade annehmen. 3 | 


= 
| = 
| 
ae] 
| 
or 


EST N RELEE Ihn. 
er SED Sm” Sr E E = 


= 262 2, wo %, eine absolute ee 





hd 
n - P 
x F . 
\ a 3 
; u s ri 
EN Tr B x 
. er . 
® 4 *. 
Fe ER 
w N 7 
= # Fu in 


_ f 
x . RS 
2“ SW; & 
a er 4 We E4 
F a) en fi u y 
ET Sa 
Ben “ SIR Ex ? 


wer 


1 zugehö Be 


ER Für ein solches N ke 
E ni ” BR. Le Ne en ee 


u” PR 2 2 IE Eur 7 


: wo N ungerade, und nach An eR | Be 
$: Be = 2 “ | 2 a | 3 % i% | ap) = ti N. 2 6 @ı pe Ö 


















“ 2 = Nach Hilfssatz 5 mit c —-1, m_ 6 i Ka er 


ee Aare Br ee ar 
Br a wor : 
DR : Falls X ungerade ist, behalten wir diese Lösung bei. 
00. gerade, so gibt es zu b = Kaas ein ‚ganzes Y so daß 
ur See 

Er ee Or 1en, 
& Sn en =. 1 en 
Ss Aus ® Bad & A 
2, ; SR ER en Y—3a Fön DE | 
ee 
BR als a jedenfalls ungerade; ‚also ist Y un gerade. In je 
a Bug wir nach $3 Satz II zu einer ne 
u N = leerer 
Dann day + Ep+a) Herta Herr 
%; a EL Herz DE RT + ee ar 


5 nn liche. Glieder positiv sind, 


{ Satz u a), Voraussetzung: N= 0, 2 oder E35 a ) 
‚ Behauptung; E£s gibt eine Konstante, N so daß. : En 
2 N= X, fir N= N Be 
| Beweis: "Nach Hilfssatz 2 mit « —— Vom 8: 172° CE % | | 
r Er RR SIR Re 
€ \ıt=b5.140=. >1ı gibt es eine feste Zahl N, 8 
* ER ‚8.151 151° S 
34) N = 0,56, 64 (mod. 72) sind bereits in "ae I. Share 7 
Eee a.a..0. $. 37/38 finden bee die ze NE il 28. last Ei. 
Wege ihre Auunyck 








Vale zu ine. x> = N, ‚mindestens eine Primzahl p = 5 Na 6) gehört, 
für welche 


- a 


Be rÄl) (124. 22.469 P<N-(12. 24 19.9 2. 


Ferner ist nach (1) 


Für solche N und p ist 
N- 1212) = An 
wo n ganz; wegen 
1 | 124 (29) = 16 (mod. 36) 
n=5,1 bzw. 3 (mod. 9). 


rt 


.2(d3p"’ Zn <3p.2(4p). 
Nach Hilfssatz 1 mit c=2, m — 8 » gibt es ganze Zahlen a und 
X, für welche . 
| n = 2a +3pX, 
re % 0=a=Bp, 


8) ERDE N)y 


5 Da 2a° nur der Werte 0, 2, 7 (mod. 9) fähig ist, und 3|»—2a}, 
- so folgt in den drei vorliegenden Fällen stets 


3=3pX (mod. 9), 
Kt (mod. 3). 
Nach S 3 Satz V folgt eine Darstellung mit ganzzahligen a a 
— (2a)’+124(2p)’ +12p (22) +32 +3%,) 
— Ba)’ +(dp+z)+ (bp +) +(6P +) 
| +4p—- 2)’ +(6p wo’ +6P -R), 


= = An welcher wegen (2) und (3) kein Glied negativ ist. 


. Hilfssatz 6. Voraussetzung: 18|N. 


Behauptung: Es gibt eine Konstante N,, so daß 
N-Kfü N> N. 


Beweis: Wenn 27|N, folgt die Behauptung aus Satz II; 


wenn 36|N, aus Satz III. Wir dürfen also annehmen 274 N, 


=  N=2 (mod. 4). 





5 Aus Hilfssatz 2 mit = — N, 57," wet, 





Be Ir0 = V/ Rz >. folgt. die Existenz einer Konstanten N, 


27.94 


a 


ea 


derart, daß zu jedem N= N, mindestens eine Primzahlp =5 (mod. 6) 
gehört, für welche 


(86-346) = N < (86.3°+2:18:.6°)p°. 
Für solche N und p ist 
N—-86(3p) = 
(1) n = (mod.4), 
An, 
32p’ = n< 29.2 (6p)". 


Nach Hilfssatz 1 mit c—= 3, m = 2p und unserm n gibt es ein 
gerades a und daher nach (1) ein gerades X, für welche 


— da’+2pX, 
(2) 0=a4<2p, 
(3) 0< X <2(6p), 


Nach $ 3 Satz VI folgt eine Darstellung 
N = (a) +86 (dp +15 PR +20 +32) 
= da’+(p+a ++’ +Op+R,) 
+69 n ++ 


in welcher die x, ganz sind und wegen (2), (8) kein Summand 
negativ ist. 


Hilfssatz 7. Voraussetzung: N = 18 (mod. 27). 
Behauptung: Es gibt eine Konstante N,, so daß 
N Kr fur NN, 





? N 
Beweis: Aus Hilfssatz 2 mit x — Ve „=-bhk= 6, 


2 IDFEATS 
Or, 


zu jedem N= N, eine Primzahl p =5 (mod. 6) gibt derart, daß 
(124-3°46°)pP < N < (124:3° 418.2. ER, 
Für solche N ist 


> 1 folgt die Existenz eines N,, so daß es 


124 (3p)? = 9n, 
n=2 (mod.B3), 
3(2p’ = n <2p.2(6p). 















| o x 2 2(6p), | 
 2=0+42pX (mod. I, = en | = 
| Er ame 


| @ ER EeN, | 
: +6p-a’+ Rn +0p- 3) 
# in NS: wegen (1) und ®) kein Glied ne- 
la 9|N. 
ehauptung: Es er eine ‚Konstante nr so da f s= 
= N — K für N> >N. | 
is: Die Fälle N=0, 18, 27, 36, 45 (mod. 4) ee 
nd den Hilfssätzen. TE enthalten. ? 
daher N= 9 ‚(mod 54). ; | | E: 
i ad 2 mit, x 2 se 37.398 ’ n, — 1, k =6, = 5 . 
—i I folgte die Existenz einer Konstanten N, 
3 ‚zu en N> == N, mindestens \ ‚eine Primzahl p= 5 
2; em. 2412) <N ne ee: 
solche N a 0, . x 


‚N- 236 ap) ae 
ee a n=]1 (mod. 6), N a 
au. <n .< 2p: Ip). 


3, m= 2p und unserm n gibt, es ; ganze Er 
| a a ungerade für welche 3 


e”, u 

- S 

u An ‘E 

= 

Ba 

& £ # 
$: 

« 

> 

' EL, 

177 x 


: ‚Glieder positiv sind. 





Wenn X #1 (mod. 4), behalten: wir: Bias rs os 


folglich | 
ER .X-Y= 142 er 2, 
ac, im Falle X = 1 (mod. 4), 
| | Y=2 (mod. 4). 
 Andrerseits ist auch‘ 
| Y= 1 (nod, Du 


Zu beweisen. Für t=38 ist dies bereili in EUR I 


BR also im, Nach Hilfssatz 2. mit 2. = \ 


eo 5, 140 -| 


















=D < a = a z 3 


(a “ DEr- 30, 
En 1=042pX 
I | = 04, 2 


X=1 (mod.4) sein, so beachten Air daß es zu Iz 


ganzes Y gibt, für weiches | 
Ne Bb°+2pY, 
(4) een 30p); re 


X-Y = 3a +3 ap + ED); = = 


_ a) +9p+ ai)° + 0» + 2) * (12p- +2° 
= Se Bi: + ae 0 = uarz wi 


_ Hilfssatz 8 ee 48) N, t 
_ Behauptung: Es gibt ein N, = N, (s so ap 
ae = Kr E N = = Ne 


Wir dürfen alseotz3, N=4 sr 8) Vorauss 
bar genügt es dann, die Behauptung für ungerade B 
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rg er 
. No N = 208%,t,. wo x, eine absolute: positive Konstante, 
derart, daß es zu jedem N= N, mindestens eine von ? ver- 
schiedene Primzahl p= 5 (mod. 6) gibt, für. welche 
(20 (2° + (6) pP < N< (20 (22) + 12,A1 8.3, 
Für ein solches N ad zugehöriges p ist 
N—-20(2”p) = 4t’n, 
n=1 (mod. 2), 
rast 2) =n <3p(2rp). f 
ecgeil, (21,3 p) SH sind die Voraussetzungen von ‚Hilfösate 1 für 
re 2tim—:d p und unser n erfüllt;"folglich gibt es ein ganzes 
a und ein sierades X, für welche 
| N! 2ta +3pX, 
(1) 0=za<B3p, 
(2) 0 < A < (@ Up)”. 
Nach $3 Satz 1 ‚gelangen wir zu einer Darstellung 
N = (2ta)’ +20 (21° p)° +122°p (a +23 +22), 
= (2a) + pro) +@rpte) ++) 
|  +@Pp- a4 @rp-" Harp) 
in oe die : x, ganz sind und wegen (1), (2) kein Glied negativ. ist, 


Hilfssatz LET; Voraussetzung: 2UIN tZ2 und yane. 
Behauptung: Es gibt ein N,-= N,(t) derart, daß 
N=XK&, für N=N. 


| ee ‚Für Bl t ist die Behauptung bereits in Satz I 
bewiesen. Sie wird für alle ungeraden { bewiesen sein, wenn 
der Beweis für ungerade Primzahlen £ geführt ist. Für = 3 
ist dies bereits in Hilfssatz 6 geschehen. Wir dürfen also t als 
Primzahl, {= 5 und wegen Hilfssatz- 8 auch 4YN voraussetzen. 
=2, Ki ‚6, ı = 5, 


N, 


Ans Hilfssatz 2 mit x = og a 5: ; 


| i 961° En BR » 
> > 
er ne er Sa >=! folgt die Existenz eines 


N, = N,(t) = 26231°, wo x, eine absolute positive Konstante, 


| 35) Für Primzahlen {>77 wurde dieser Satz bereits von Herrn Post 
-a.2.0. S.13/15 auf anderm Wege bewiesen; die „bestimmte Stelle“ hängt aller- 


3 dings von t ab. Vgl. ferner Satz V. 
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Er | .@ #+6 9 = < 22 6400) p” E 
i SEN Für solche N und er ae 2 
ee a noNe 20 (#p)* — 20 - 
ER ee | ELENA (mod. 2, 
a: . : RE Alp” n<3 p (# p). 


a Me (4t,3p) = 1 sind die Voraussetzungen n Hilfssat 
Terre dt, m = 3p und unser n gewiß erfüllt, und es folg 


rz 















> Existenz eines ganzen a und. eines re X, für DE 
% | 2 — 4ta’+3pX, ee 
= er Eee dp; ei 

De en 
Be Nach $3 Satz II folgt nun eine Zerlegung. N 
=. 2. Neben HOP pa + +2 
nn = Ro eHaH+ertn + Re u 
er en + @rp- ni 
=“ | negativ ist. 
ER Hilfssatz 10 °%. re 5 IN. : re 
a ‚Behauptung: Es gibt eine Konstante N, sd 

oN=K, für = N. en S n 

| Beweis: Wegen Satz II dürfen wir 5 x N: vora 18 ‚etze 
= Hilfssatz 2 mit EDxEr Vorme: @s+ 5) ee N, a 2 = 


pe CF 
St = ne 5°(268.5°46°) ee ei tolgt 
einer Konstanten N, derart, daß es zu jedem N=N- 
eine von 5 vers chiedene Primzahlp =5 (mod. ) gibt 


= = Ay: 2684 BONN N< aaa)‘ + 28; 6p(85 





\ ‚Für solche N und pP ist Baer Ra = 
N--268 (25 pi = Bm, 
36) Für gerade N besaet dieser Satz nichts Neues. 





RR RE 
wo n ganz ist und 54n. Nach (1) gilt ferner 
(bp = n < 6p(25p)”. 


Wegen 546» sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 für c=5, 
m —= 6p und unser n erfüllt; also gibt es ein ganzes « und ein 
zu 5 teilerfremdes ganzes X, so daß 

n = ba’ +6pX, 
(2) 0=za<dp, 
(3) 0< X < (25p). 


- Nach $ 3 Satz IX folgt nun eine Zerlegung 
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148 = Vor nr +a2d° — 


— .(da)’+268 (25 p)* +6-25p (a! +20} +5.2;) 
— (da)’+(25p +2,)’+ (50p +2,)’+(125p + 2,)' 
+(25p —2,)’+(50p - ©,’ + (1259 — ©,)”, 


in welcher die x, ganz sind und wegen (2), (3) kein Glied 


negativ ist. 


Satz V. Voraussetzung: !|N, t=3 und ganz. 
Behauptung: Es gibt ein N, = N,(t) derart, daß 
NM NEN. 


Beweis; 1) ?! gerade, i = 2’u, wo u ungerade, A 1. 
11) Wenn u = 1, muß nach Voraussetzung AZ 2 sein, und 
die Behauptung ist in Satz I bewiesen. 
12) Wenn «=3, folgt die Behauptung aus Hilfssatz 9. 
2) t ungerade, !3. 
21) N gerade. Die Behauptung ist in Hilfssatz 9 be- 
wiesen. 
22) N ungerade. 
Es ist offenbar hinreichend, den Satz für ungerade 
Primzahlen { zu beweisen. 
Für = 3, 5 ist die Behauptung in Satz IV bzw. 
Hilfssatz 10 bewiesen. 
Es ist daher keine Einschränkung der Allgemeinheit N als 
ungerade und i als Primzahl, ET a 


3/ 
In Hilfssatz 2 dürfen wir x = au Sp = IRB L—, 


ER a I 


Dr): >1 setzen. Es gibt also 


ER. 1 Fer 


ein N, = N,(t) = 26x31°, wo x, eine absolute positive Kon- 
stante, so daß es zu jedem N= N, mindestens eine von t ver- 
schiedene Primzahl p = 5 (mod. 6) gibt, für welche 
(202°+(122)) pP < N< (20 +61) p°. 
Für ein solehes N und zugehöriges p ist 
N-20(t’p = tn 
n=1 (mod. 2), 
t12p’ zn <6bpl(tp). 
DEE (, 69) = 1 sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 für 
ce=tm=6p und unser n erfüllt. Es gibt daher ein un- 
gerades a und ein ganzes A, für welche 
; n = ta +6pX, 
(1) 0<a<dp, 
(2) 0<X< (ty. 
Ist X ungerade, behalten wir diese Lösung bei. 


Ist X gerade, so beachten wir, daß es zub = a+6p ein 
ganzzahliges Y gibt, so daß 


n = tb’+6bpY, 
(3) 0<b<12p, 
(4) I<r7<(p, | 


X-Y = t(8a°+3a:6p +(6p)), 
folglich | 
X-Y=1 (mod. 2). 


Wenn X gerade, ist also Y ungerade. | z 
Nach $3 Satz II können wir in allen Fällen eine Darstellung S 


mit ganzen x, gewinnen 
N (dd +0 (#p) +6 pa ++ 2a) 
— td’ + Pp+%) +2 +8)+@rPp+n,) 
+ pm) Hera’ +A@Rp m), 
in welcher wegen (1), (2), (3) und (4) kein Glied negativ ist. 
Satz VI?) Voraussetzung: N = 44 (mod. 72). 
Behauptung: Es gibt eine Konstante N,, so daß 
NR JUREN SZENE 





37) Dieser Satz und auch die Beweismethode stammen von Herrn Baer 
a.a.0. $. 37/38. 


BB irn 


ee 
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3 
Beweis: Aus Hilfssatz 2 mit «= v se „el, k=6, 
VE 
6°.21 
stanten N, derart, daß zu jedem N= N, mindestens eine Primzahl 
p=5 (mod. 6) gehört, so daß 


>1 folgt die Existenz einer Kon- 


(20:6°+6°)p® = N < (206° + 4:.9.6°)p°. 
Für ein solches N und zugehöriges » ist 


N—-20(6p)’ — An, 
n = 11 (mod. 18), 
28’ zn<9Ip(6p). 


Die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 sind fürrc=2, m =» er- 


‘- füllt; folglich gibt es ein ganzes « und ein ungerades X, für welche 


n =2a.+pX, 
0=Ea=<y, 
ER ITEP: 


Ist «= 1 (mod.35), so behalten wir diese Lösung bei. 


Auf alle Fälle gibt es unter den Zahlen a, a+p, a+2p ein 
b=1(mod.3). Für dieses ist 


n—=2b’-+pY, 
(1) | 0=b<3p, 
(2,8%: 0<Y7Y<9(6p»)’, 


wo Y ungerade und wegen (2) 


11=2-+pY (mod.18), 


also Y = 9Z, wo Z ungerade. 
Nach $3 Satz II folgt nun eine Zerlegung 


N = (2b)? +20 (6p)° + 369 (+ 22 + 222) 
— (28 + (6p +2)’ +(6p +2,’ + (12p +2)" 
+69 2,° + &p- 2,” +(12p-— 2) 


in welcher die ®, ganz sind und wegen (1), (2) kein Glied 


negativ ist. 





Se | 5 

Satz VIL®). Voraussetzung: N = 16, 52 oder 88 (mod. 108). 

Behauptung: Es gibt eine Konstante N, sodaß 
N für N=N,.. 





3 
. hd . N 
Beweis: Aus Hilfssatz 2 mit = Ve N, I: k= 18, 
| 78-102 
u 511 12:9 311” 1 folgt die Existenz einer Kon- 


stanten N, derart, daß es zu jedem N = N, mindestens eine Prim- 
zahl p = 5 (mod. 18) und eine Primzahl p p = 11 (mod. 18) gibt, für 
welche 2 
124 2p’ +6p" << N< 1242) +12. 9» (4 p)°. 

Wenn N = 52, 88 (mod. 108), nehmen wir p = 5 (mod. 18), dem 
ist 124 (2p)’ = 16 md 108). 

Wenn N = 16 (mod. 108), nehmen wir » = 11 (mod. 18), so > daß. 
124 (2p)’ = 52 (mod. 108). | 

Welcher der drei Restklassen N auch angehört, stets ist 


N — 124 (2,p) =. 13%; 
(1) n=3 oder 6 (mod. 9), 
13P _n<2p(4p). 


Nach Hilfssatz 1, dessen Voraussetzungen erfüllt sind, gıbt es u | 
Zahlen a und x, so daß | 


n—= 18a +pX, 
(2) | 0=Za<p, 
(3) 0<X<2(4p). 
Aus (1) folgt, daß X =3 oder 6 (mod. 9). 
Nach $ 3 Satz V folgt nun eine Darstellung 
N = (6a)’ + 124 (2p)’ +12p 2x +32,+3%,) 
—= (ba) +(4p +2) +(6p+2,)’+ (6p +2) 
+(4p 2) + (69 -2,)+(6P 3)", 


in welcher die x, ganz sind und wegen (2), ® kein Gi 
negativ ist. ER 


38) Für N 
wiesen. 





® _— 4. — 

- Satz vH. Voraussetzung: N=12, 124, 156, 196, 228 oder 
268 (mod. 2883. 

Behauptung : Es gibt eine Konstante N,, so daß 


N=K fü NN, 





= , 3 — B 
5 | BEN 
Beweis: Nach Hilfssatz 2 mit x = a N, = r, k = 24, 


- RE Peru er 
| 8.134 


so daß es zu jedem N= N, je mindestens eine Primzahl y=5, 
11, 17 (mod. 24) gibt, für welche 


862 p)°+ (6 S NZ 86(2p)° + 19». 2 (4 p)}. 


>1 gibt es eine Konstante N,, 


Wir nehmen nun 
1) 1=5 für N = 124, 156 (mod. 288) 
2) 2= 11 für N = 196, 228 (mod. 288) 
— 17 für N= 12,268 (mod. 288). 


> 
Sa 
— 


In allen Fällen ist dann 
172p° = 44 (mod. 72), 
N—86(2p)’ = 4n, 
n=1 (mod.2), 
2 (8p’ Zn <3p-2(4p). 


Nach Hilfssatz 1, dessen Voraussetzungen erfüllt sind, gibt es 
ganze re q Ba X, so daß 


| —= 2a +3pX, 
&% = er 
(2 a 0<X<2(4p). 


Insbesondere folgt. 
| | 3pX=n-2a° (mod, 72), 
wo 2a nur der Werte 
| 0, 2, 16, 18, 34, = 54, 56, 70 (mod. 72) 


: fähig ist. 
2 Da stets 3|n— 2a°, kommen für jedes » nur 3 dieser Werte 
in Betracht. 


RESTE 
11) N= 124 (mod.288), n=59 (mod. 72). 
3pX—59 = —2, —38 oder —56 (mod. 72), 
X = 23, 11 oder 5 (mod.24). ı 
12) N = 156 (mod. 288), n = 67 (mod. 72). 
3pX-67 = -16, —34, —70 (mod. 72), 


X 13, 7, 19 (mod. 24). 
21) N=19 (mod.288, n=5 (mod. 72). 
3PX—-5=—2, —38, —56 (mod. 72), 
X 115 7723, 5 (mod. 24). 
2) N =228 (mod. 283), n = 13 (mod. 72). 
3pX-13 = —16, —34, —70 (mod. 72), 
X = 13, 19, 7 (mod. 24). 
3l) N=12 (mod. 285, n=3l (mod. 72). 
3pX—-3l=-16, —34, —7O (mod. 72), 
X = 13, 7, 19 (mod. 24). 
322) N=268 (mod. 288), n= 23 (mod. 72). 
3ypX—-23 = —2, -38, —56 (mod. 72), 
EEE. = 2, 11, 5 (mod. 24). 
Welcher Fall auch eintreten möge, stets folgt nach $ 3 Satz VI 
eine Darstellung 
N = (2a)’ +86 (2p)’ + 12p (227 +22 +3%)) 
= Ba)” +(4p+w)+(dp+2,) + (6p+%,) 
+@p-2)+(4p-2%,)+(6p 3%) 


mit ganzzahligen &,, in welcher wegen (1) und (2) kein Glied 
negativ ist. 


Das Ergebnis von Satz V läßt an Übersichtlichkeit nichts zu 
wünschen übrig. Die zerstreuten Teilergebnisse der Untersuchung, 
die in den übrigen Sätzen dieses Paragraphen enthalten sind, sollen 


hier etwas übersichtlicher zusammengefaßt werden. Zunächst sind 


nach den Sätzen I, III, IV und VI von einer Stelle an, sämtliche 
N=0, 8 9, 16, 18, %, 24, 27, 28, 32, 36, 40 

44, 45, 48, 54, 56, 63, 64 (mod. 72) Be 

in höchstens sieben positive Kuben zerlegbar. | 


Etwas mehr erhalten wir, nach Satz VIII, wenn wir die 
Zahlen nach Restklassen modulo 288 einteilen. Es lassen sich von 


a Fr 


einer festen Stelle an in höchstens sieben positive Kuben zerlegen 
alle Zahlen, die folgenden 82 Restklassen modulo 288 angehören: 

Be 257830, 12, 216,018,..20, >24, 27,528, 

32, 36, 40, 44, 45, 48, 54, 56, 63, 64, 

72, 80, 81, 88, 90, 92, 96, 99, 100, 104, 

108, 112, 116, 117, 120, 124, 126, 128, 135, 136, 

144, 152, 153, 156, 160, 162, 164, 168, 171, 172, 

176, 180, 184, 188, 189, 192, 196, 198, 200, 207, 

208, 216, 224, 225, 228, 232, 234, 236, 240, 243, 

244, 248, 252, 256, 260, 261, 264, 268, 270, 272, 

279, 280. 


Legen wir den Modul 864 zu Grunde, um einen Vergleich 
mit dem Baerschen Ergebnis??”) zu ermöglichen, so kommen zu 
den soeben aufgeführten Klassen nach Satz VII neu hinzu 


N = 52, 340, 628 (mod. 864), 


und wir haben zusammen 249 Restklassen modulo 864. Von diesen 
finden sich 156 schon bei Herrn Baer, es sind also 93 Restklassen 
neu hinzugekommen. Satz V liefert einige Zerlegungen, die in 
den eben aufgezählten nicht enthalten sind; doch wäre es umständ- 
lich und unübersichtlich, 21600 oder eine noch größere Zahl als 
Modul zu wählen; auch wäre der Zuwachs nur gering. 

Herr Baer konnte aus seinen Ergebnissen schließen ?°), daß 
zuletzt von je 8 konsekutiven Zahlen mindestens eine K, ist. Dies 
läßt sich ein wenig verschärfen, indem von je 7 konsekutiven Zahlen 
jedes Intervalls 


2k+2 .nZ=7r2k+70, kZhk, ganz, 
mindestens eine K,ist. Oder auch dahin, daß von je 4 konsekutiven 
Zahlen, die einem Intervall 
r2k+l3 Sn =72k+59, k=k, ganz, 
angehören, mindestens eine X, ist; insbesondere lassen sich alle 


Multipla von 4, welche einem solchen Intervall angehören, als 
Summen von sieben nicht-negativen Kuben darstellen. 


39) A. a. 0. 8. 40/A1. 
40) A.a.0. 8.40. 
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